ВСТАВКА

 Рассмотрим (фиг. 1) тело, находящийся под действием внешней силы. Для определенности пусть это будет плоская пластина прямоугольной формы с размерами l x k, где l – поперечный, а k – продольный ее размеры, причем l < k. Рассматривать пластину         будем в плоскости XOY прямоугольной системы координат, образованной осями X, Y и Z. В продольном направлении пластина направлена параллельно оси Z, идущей из листа. В результате на плоскости  XOY проекция пластины будет выглядеть как отрезок AB прямой линии, длиной l. Начало координат, точку O, выберем так, что она будет совпадать с точкой отбора тяги, с начальной длиной ρо. Ось OX направим по вертикали вниз так, что прямая, соединяющая точку O с пластиной будет совпадать с осью OX. Ось OY направим в сторону возникающего поступательного движения пластины так, что траектория движения, как плоская кривая, будет расположена в плоскости XOY. Точкой С обозначим геометрический центр отрезка AB, являющийся в нашем случае одновременно центром масс этого отрезка. Точкой O΄ обозначим точку захвата тягой (тросом) пластины на отрезке AB.

      Существует две крайние ситуации: первая – это когда тяга захватывает пластину в точке, соответствующей максимальному миделевому сечению, т.е. в точке C, где смещение СО' = δ точки захвата пластины тягой равно δ = 0. В этом случае прикладываемая к пластине внешняя сила будет порождать максимальную противоположно направленную силу реакции среды. Это приводит к максимальным потерям в связи с совершением работы, затрачиваемой на преодоление силы реакции среды, и сила тяги не возникает. Эффективность выполнения работ в таком случае низкая. Вторая ситуация – это когда тяга захватывает пластину в точке, расположенной в середине фронтовой линии пластины. На плоскости XOY это положение соответствует точке A отрезка AB, где δ = l/2. В этом случае сила натяжения тяги, внешняя сила, минимальна. При выводе пластины из горизонтального положения осуществляется, прежде всего, поворот пластины до положения, близкого к перпендикулярному. Сила тяги не возникает. Т.е. эффективность приложения силы и в этом случае низкая. Следует ожидать, что между двумя крайними случаями, когда δ = 0 и δ = l/2 должна существовать точка, расположение захвата пластины в которой будет способствовать максимальной эффективности за счет возникновения силы тяги как результата действия двух неизбежно существующих начальных сил – внешней силы и силы реакции среды.

      Эффективность действия внешней силы будем оценивать по максимуму возникающей силы тяги в зависимости от параметра δ. Физически это должно выглядеть так, что при приложении внешнего усилия к движителю возникает сила реакции среды. Вектора этих сил складываются и дают вектор результирующей силы, приводящий к поступательному движению пластины по криволинейной траектории. 

      Оценим то расстояние δ, на котором должна располагаться точка захвата внешней тягой пластины по отношению к геометрическому центру этой пластины. 

      На фиг. 2, а приведены:

XOY – исходная прямоугольная система координат, точка O – точка отбора тяги, например, троса;

X΄΄O΄΄Y΄΄ – система координат, связанная с мгновенной осью вращения, проходящей через начало координат O΄΄. Пусть положение тела в пространстве будет характеризоваться какой-либо точкой этого тела, например, как  в нашем случае, точкой его захвата. Тогда введение системы координат X΄΄O΄΄Y΄΄ связано с тем, что при криволинейном движении тела имеется ось, которая в рассматриваемый момент движения находится в покое, т.е. тело в этот момент как бы совершает вращательное движение вокруг этой оси, проходящей через точку O΄΄. Такая ось может, как в нашем случае, находиться за пределами тела. А результирующая криволинейная траектория движения тела будет представлять собой множество точек, последовательно образованных совокупностью положений в пространстве точки захвата.

ρ – мгновенная длина троса;

ρ΄ - расстояние от точки захвата пластины до мгновенной оси вращения O΄΄;

F – вектор прикладываемой тяговой силы троса (здесь и далее жирными буквами будут обозначаться векторные величины);

N – вектор силы реакции среды;

      На фиг. 2, б приведены:

AB = l – ширина пластины;

 l1 – плечо силы  f1;

f1 – вектор силы, задающей вращение пластины вокруг точки O΄, связанной с захватом пластины тросом;

С – центр масс пластины и одновременно ее геометрический центр;

O΄C = δ – расстояние смещения точки захвата пластины от центра масс C;

Fn = F • Cos α - N′    - результирующая нормальная составляющая силы, действующей на пластину со стороны троса;

Fτ – тангенциальная составляющая силы действующей на пластину со стороны троса;

F′ = Fn  +  Fτ  - та результирующая сила, которая вынуждает тело двигаться поступательно по криволинейной траектории, отличающейся от окружности;

β – угол между мгновенным направлением движения пластины и осью Y;

γ – мгновенное значение угла поворота мгновенного радиуса ρ΄ по отношению к оси O΄΄X΄΄;

φ – угол отклонения троса от вертикальной оси X;

α – угол между тросом и мгновенным радиус-вектором ρ΄.

Момент M1 (нежирными буквами в дальнейшем обозначаются модули соответствующих векторов)  силы Fτ, прикладываемой к пластине и имеющей плечо ρ΄, определяется произведением силы на плечо. Тот же момент силы определяется моментом инерции JO" системы и приобретенным угловым ускорением d2γ/dt2. Тогда имеет место равенство

                                                          M1 = Fτ · ρ΄ = JO" · d2γ/dt2                                              (1)

(Н.И. Карякин, К.Н. Быстров, П.С. Киреев. Краткий справочник по физике. "Высшая школа".М., 1962).

Другой момент M2 силы f1, действующей на пластину с плечом l1, причем в этом случае момент инерции - JO' и угловое ускорение - d2β/dt2, определяется равенством

                                                          M2 = f1 · l1 = JO' · d2β/dt2.                                               (2)  

      Рассмотрим случай равенства углов  γ = β и соответствующих угловых ускорений d2γ/dt2 = d2 β /dt2. 

      Случай γ < β соответствует тому, что d2γ/dt2 < d2 β /dt2 , т.е. в соответствии с геометрией рис. 7 а, б  пластина под действием троса будет разворачиваться по часовой стрелке. При этом пластина будет приобретать поступательное движение назад. Случай γ > β соответствует тому, что d2γ/dt2 > d2 β /dt2 , т. е. пластина под действием троса будет разворачиваться против часовой стрелки. Но при этом согласно геометрии рис. 7 а, б будет уменьшаться сила реакции среды N. В результате сила F становится просто силой,

тянущей за собой тело, но не той силой, которая действует в поперечном к поступательному направлению движению затопленного тела.

      Тогда   имеет место равенство

                                                              Fτ · ρ΄/ JO" = f1 · l1/JO' .                                                 (3)

Поскольку  

                                                       Fτ = F · Sinα,   ρ΄ = ρ · Cosα,                                              (4)

                                    JO" = m · l2/12 + m · ρ΄ 2 = m · l2/12 + m · ρ2 · Cos2α                            (5)

(m – эффективная равномерно распределенная масса пластины, включающая присоединенную массу [Л.Д. Ландау, Е.М. Лифшиц. Гидродинамика. "Наука". 1988]), 

                                    f1 = 2 · δ · N/ l,    l1 = l/2,   JO' =  (m · l2/12 + m  · δ2),                           (6)

то из равенства (3) с учетом (4), (5) и (6) вытекает

                   Fτ  = [(m · l2/12 + m · ρ2 · Cos2α) N /ρ · Cosα] · δ / (m · l2/12 + m  · δ2).             (7)

Обозначив всю совокупность сомножителей, не зависящих от δ, буквой K, равной 

                                        K = [(m · l2/12 + m · ρ2 · Cos2α) N /ρ · Cosα],                               (8)

перепишем равенство (7) в виде

                                                            Fτ = K·  δ / (m · l2/12 + m  · δ2).                                      (9)

Тогда первая производная Fτ ' функции Fτ по δ может быть записана в виде

                                                          Fτ ' = K· [δ / (m · l2/12 + m  · δ2)]' = 

                                  = K · [(m · l2/12 + m  · δ2) – δ · (2m δ)]/(m · l2/12 + m  · δ2)2.               (10)

Равенство нулю первой производной Fτ ' = 0 определяет, то значение величины δ, при котором функция Fτ имеет экстремум (И.Н. Бронштейн, К.А. Семендяев. Справочник по математике. "Наука". 1964). Опуская очевидные промежуточные выражения и преобразования, запишем,

                 (m · l2/12 + m  · δ2) – δ · (2m δ) = 0;   l2/12 = δ2;  δ = l/(12)1/2 = 0,2887·l.               (11)

А поскольку вторая производная Fτ '' меньше нуля

                                                                Fτ ''  < 0,                                                                       (12)

то полученное значение величины δ определяет максимум функции Fτ от δ.

      Если же учесть, что сила тяги Fτ = F · Sinα, то оказывается, что при

                                                           δ/ l  = 0,2887                                                                    (13)

затопленное тело приобретает максимальное тангенциальное ускорение при заданной прикладываемой силы F  и растет с ростом угла  α пропорционально Sinα.

      Этот же угол α  задает угол между вектором силы N реакции среды, воздействующей на пластину, и прямой, вдоль которой действует прикладываемая к пластине сила F. Отсюда следует, что упругость и гибкость пластины должны в процессе работы задавать такое значение угла α , которое соответствует условию возникновения максимальной силы тяги.

      Таким образом, оказывается, что размещение точки захвата пластины в соответствии с условием δ = 0,2887·l позволяет достичь оптимальных условий перемещения пластины под действием результирующей двух сил - тяговой силы троса и силы реакции среды. В этом случае поступательное  движение тела энергетически оптимально уже хотя бы потому, что движение пластины осуществляется в соответствии с теми условиями, которые приводят к минимуму энергетических потерь движущегося тела. Т.е., имея в своем распоряжении оборудование, позволяющее развить тяговую силу F, следует определять точку захвата пластины на основании полученного условия. Тогда возникающая скорость перемещения пластины будет максимальной, а соответствующие энергетические затраты на преодоление сил сопротивления среды - минимальными.
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